
포물선

⌬ 차 곡선 ⌬

포물선의 정의
⇒ 평면 위의 한정점  초점과 이 점을 지나지 않는한 정직선  준선에이르는 거리의 길이가 같은 점들의 집합

⇒ 정직선 을 준선 정점 를 초점이라고 해포물선의 초점을 지나고 준선에 수직인 직선을 포물선의 축이라 하고포물선과 그 축과의 교점을 포물선의 꼭지점이라고 해
근데 그림 보고 뭔지만 알면 됨ㅎ



포물선의 방정식
① 기본형
⇒ 우선 기본형이 크게 가지 형태가 있어
  형태와    형태  중학교때 배웠던 포물선은
  형태인거지ㅎ

≪     ≫ ≪    ≫

⇒ 포물선의 정의를 보면 결국 두 점사이의 거리초점과의거리와한점과 정직선준선 사이의 거리가 같다인데 두 점 사이의 거리는그냥 공식 쓰면 되지만 한점과 정직선과의 거리는 그 점의 좌표랑관련이 있어왼쪽 그림을 보면 한 점   와 준선   까지의 거리가그 점의 좌표 와 의 합  라는것을 알 수 있지마찬가지로 오른쪽 그림에서는   의 좌표 와 이 합
  인것도 알 수 있어ㅎ



② 포물선의 식에서 초점과 준선구하기

⇒ 포물선의 초점과 준선은 꼭지점과 로 구하는거야미리 말하자면 “초점은 꼭지점에서 를 더하는것”이고“준선은 꼭지점에서 를 뺀다” 야우선 꼭지점을 먼저 구해보면   라는 것을 쉽게 알 수있지 그 다음 를 구해야 하는데 포물선의 방정식에서
차식의 계수를 로 나눈게 야

초점  꼭지점 꼭지점
준선    꼭지점 

      에서 초점과 준선을 구하라
⇒ 꼭지점은  이고   


 

초점         준선     

      에서 초점과 준선을 구하라
⇒ 꼭지점은    이고   


 

초점은         준선 은      

 포물선의 식이 주어지고 초점과 준선을 구하는 문제나초점과 준선이 주어지고 포물선의식을 구하는 문제나어쨌든 “ 꼭지점과 를 구하는 문제 ”야
주어진 조건이 포물선의 식이냐 초점과 준선이냐에 따라꼭지점과 를 구하는 방법을 익힌다고 생각하면 돼



③ 초점과 준선이 주어질때 포물선의 식 구하기

⇒ 초점과 준선의 중점  꼭지점초점 준선  
인데암기하기 쉽게

하려면
꼭지점 

초점 준선
  

초점 준선 가 돼
만일 꼭지점이    일 때 준선이   형태이면
        가 되고 준선이   형태이면
        가 돼
즉 준선에서 보이는 문자가 차식이라고 생각하면 돼

 초점이  이고 준선이  일 때 포물선의 방정식



초점  준선
 


   꼭지점 



초점준선



   

∴   × 

 초점 이고 준선이   일 때 포물선의 방정식



초점  준선


 
  꼭지점 



초점준선



   

∴   ×       



접선의 방정식
① 접점   이 주어질때

⇒ 차 곡선은 접점이 주어질때 접선의 방정식이 공통적으로 적용되는공식이 있어

 ⇒     ⇒

 
  ⇒     ⇒ 

  

    ⇒             ⇒

      

    ⇒               ⇒

       

이걸 포물선의 방정식에 그대로 적용하면
    위의 점   에서의 접선의 방정식은

⇒    ×

 
    

   위의 점   에서의 접선의 방정식은

⇒    ×

  
    

         위의 점   에서의 접선의 방정식은

⇒        ×

       
     

접점은 접선과 포물선의 교점이므로접선 위에도 있고 포물선 위에도 있어즉 접점을 두 식에 대입하면 다 만족한다는거지



     위의점    에서의 접선의 방정식은

⇒  ×    ×

  
   ∴   


  

       위의 점   에서의 접선의 방정식은

⇒        ×

   
   

∴    

②기울기 이 주어질 때

   ⇒     



        ⇒         



   ⇒     

         ⇒          

    와 접하고 기울기가 인 접선의 방정식
⇒     


   

        와접하고 기울기가 인 접선의 방정식
⇒          ×         



포물선의 자취
①정점과 정직선으로부터 거리의 합 차가 일정한점의 집합
⇒일반적인 포물선의 자취는 정점과 정직선으로부터 거리가 같은점의집합이자나 근데 준선을 평행이동 시킨다 생각하면 거리의 합차가일정해도 포물선의 자취로 볼수가 있어
 두 정점으로부터 거리의 합차가 일정한거는 타원과 쌍곡선이지ㅎ

 차이      초점 준선

 차이가 일정      일정 ⇒ 를 만큼 밀어
     ′   초점  준선

 합이 일정      일정 ⇒ 를 만큼 밀어
      ′   초점  준선



② 원과 직선에 동시에 접하는 원의 중심 의 자취

③반원에 내접하는 원의 중심의 자취



    ⇒    

      ⇒     

 ∠  이면 ∆ ′은 정삼각형

포물선의 중요한 성질

①포물선 위의 점의 좌표와 초점사이의 거리 관계

⇒가장 기본이면서 기본 유형에서 가장 많이 이용되는 성질이야
′   인데 ′  점의 좌표      

그래서     지 꼭알아둬



② 포물선과 현의정리 

⇒그림에서 ∆ 와 ∆는 닮음이지
근데   이고    니깐 닮음비   

그니깐 현의 절편은  와 를    로 내분한 점이되네

식으로풀면   

  
  

    
 

즉 직선이 포물선을 자를 때 두 교점의 좌표의 등비 중항이이 직선의 절편이된다 
이때 절편은 초점이 되도 되고 않되도 상관 없는거야

교점 절편 교점이 등비수열 이룬다고 생각하면 돼ㅎㅎ



③포물선과 현의 정리  

⇒그림과 같이 포물선의 현과 교점과 원점을 이어서만든 삼각형이 직각삼각형일 때 ∠  

의 기울기  



의 기울기  



기울기의 곱이 이니깐




×


  이걸 풀면    일정



초점을 지나는직선
⇒ 무지 유명한 유형이야 한 그림으로 설명하긴 복잡해서크게 부분으로 설명할게 시간 걸리더라도 꼭 정리하길 바래

①초점을지나는직선 

직각삼각형 에서 피타고라스 정리 이용하면
       ∴  

사다리꼴 넓이  


×  

사다리꼴 에서 는   로 내분하는 선분이되니깐
 

  
 


조화 평균 근데    잖아

그니깐  





② 초점을지나는직선  

⇒  의 중점을 이라 하면    ′ 



여기서 을 원의 중심으로 하고 를 지름으로 하는 원을상상할 수 있어 이걸 토대로 정리 해보자
  를 지름으로 하는 원은 준선에 접하겠지
 ∠ ′   지름의 원주각

∆ ′ ≡ ∆′ 두변과끼인각동일

⇒








 ′  ′  ′  그럼점  ′ 중심인 원을 그릴 수있지 ∴∠  
∠ ′  ∠ ′  

∆ ′ ≡ ∆′ 두변과 끼인각 동일

∆ ′  ∆ ′  ∆ ′ 은닮음∆ ′  ∆ ′  ∆ ′  사다리꼴 



③초점을 지나는 직선 

∆  ′ ≡∆
둘다 직각 삼각형이고 맞꼭지각 같고  ′    

∴  

∆는이등변 삼각형 이니깐 ∠  수직 이등분

직각 사각형  ′ 넓이  

 ∆  


× ×

 


  ×



 직각 삼각형 에서    ×

근데는의 

 배 니깐    ×



∴
    ×  ×








접선의중요한성질

①기본   준선위의점에서 그은 두 접선은 서로 수직이다

⇒ 아주 기본적인 이론이야
   에서 접선의 기울기가 인 직선의 방정식은
    

 이지 이걸 양변에 을 곱하고 에 따라 정리하면
      이 차 방정식의 두 근이
두 접선의 기울기    잖아

그럼 근과 계수와의 관계에서     


   



두 접선이 수직이 되려면   


   ∴   

즉    준선 위의 모든 점에서 그은 두 접선은 서로 수직이돼



②기본 

⇒접선과 대칭축 과의 교점절편에서 초점까지의 거리와접점부터 초점까지의 거리가같다   로 같지ㅎ

⇒  는 당연히   지 이건 기본이야ㅎㅎ

접점을  이라 놓으면 접선의 방정식은   여기서 절편 구하면   이야
그니깐 초점까지의 거리는  가 돼 그래서 같다
포물선의 접선정리는 이걸 기초로 출발하니깐 꼭 알아둬



③ 주요정리

              

사각형  ′는 마름모 대각선이수직이등분

         
점 는 접점 에서의 법선의 방정식의 절편이야

∆′ ≡∆

∴ 평행사변형  ′의 넓이  직사각형 ′의 넓이    

 ∆와 ∆는   로닮음

∴









∆  

 ∆

사각형  

 ∆



④접선에서의 입사각 반사각

⇒빛의 기본 성질에서 꼭 알아둬야 할 것이 있어하나는 입사각  반사각이고 또 하나는 최단거리로 도달 한다는 거야
포물선에서 빛의 성질은만일 초점에서 포물선에 쏘면 대칭축축과 평행하게 반사되고
축과 평행하게 입사된 빛은 반드시 초점으로 반사된다는 거야
이 사실을 이용한게 다음처럼 초점을 서로 공유하고 만나는 포물선은교점에서의 접선이 서로 수직하다는 거지 이걸 두 포물선이 직교한다고 해



타원
 타원의 정의
⇒ 평면 위의 두 정점    ′ 으로부터 거리의 합이 일정한점들의 집합

⇒ 위 그림에서처럼 두 정점    ′을 초점이라고 해
  ′   ′ 를 꼭지점이라고 하는데꼭지점사이를 있는 선분이 장축과 단축이 돼참고로 초점을 포함하는 선분이 장축이 되는거야



기본구조  




 



 

  일때       일때    

     ′         ′  

장축    단축   장축    단축  

⇒ 가 장축일 때 그림과 같은 직각 삼각형에서 빗변이 가 돼
초점이 주어질 때 초점의 중점이 타원의 중심이 되고초점의 차이의 반이 가 되지
두초점    일 때




   


  타원의 중심  




     

∴ 타원의방정식  








    

초점만 가지고는 완전한 타원의 방정식을 구할 수 없어



접선의 방정식
⇒ 모든 차 곡선의 접선의 방정식이론이 동일해접점이 주어지는경우 또는 기울기가 주어지는 경우로 나눠서 구하는거야

① 접점   이 주어질때

⇒ 차 곡선은 접점이 주어질때 접선의 방정식이 공통적으로 적용되는공식이 있어

 ⇒     ⇒

 
  ⇒     ⇒ 

  

    ⇒             ⇒

      

    ⇒               ⇒

       

이걸 타원에 적용하면

 



 



  위의 점     에서의 접선의 방정식은





 


 

 

 


  



   

  위의 점    에서의 접선의 방정식은




  




       
 



 


 
  위의 점   에서의 접선의 방정식은

⇒

 


   
 



②기울기 이 주어질 때

 




 



  에 접하고 기울기가 인 접선의 방정식

⇒    ±  




  
 


   

  에 접하고 기울기가 인 접선의 방정식

⇒         ±  

 


 


  에 접하고 기울기가 인 접선의 방정식

⇒    ±  ×     ± 



   


  
  에 접하고 기울기가 인 접선의 방정식

⇒      ±  ×  

∴     ± 



타원의 자취

① 원위의 동점과 원 내부의 정점을 연결한 선분의 수직 이등분선이동점과 원의 중심을 연결한 지름과의 교점의 자취

⇒ 그림에서 점 의 자취는
        이 성립하니깐
점와 점 를 초점으로 하는 타원이돼 장축의길이  원의반지름

이때 수직이등분선은 이타원의접선이되지



②원 안의 점 를 지나고 원에 내접하는 원의 중심의 자취

⇒          로 일정하니깐
점 의자취는 점 와 를 초점으로 하고
장축의 길이가 인 타원이 돼



③ 큰 원에 내접하고 작은 원에 외접하는 원의 중심의 자취

⇒ 큰 원의 반지름을  작은 원의 반지름을 이라 할 때

   ′             일정

초점  점와 점 ′  장축의 길이  



④막대기의 내분점 외분점의 자취

⇒그림처럼 벽에 기대어 있는 막대기를 완전히세웠다가
다시 완전히 눕힐 때 막대기를   로 내분하는 내분점 의 자취는
오른쪽 그림처럼 사분면의 타원을 그리게돼

타원의 방정식    


        

막대기의 내분점이나 외분점은 완전히 세웠을 때와완전히 눕혔을때의 점을 연결한 타원이되는데절대로 사분면에는 나타나지 않아 참고로 알아둬



⑤ 두 동심원과 원점을 지나는 직선의 교점의 좌표로구성된 점의 자취

⇒ 중심이 원점인 반지름 인 원과 반지름 인 두 동심원과직선   tan  의 교점은 매개변수 를 이용하면
cos  sin  cos sin가 되겠지
이때 점 cos  sin 에서 축에 평행하게 그은 선과점 cos sin에서 축에 평행하게 그은 선의 교점은
 cos  sin 가 될거야
이 매개변수로 표현된점의 자취를구하면
   cos    sin ⇒ cos  


 sin  



∴ cos  sin  




 



 

즉 타원을 그린다는것을알수있어



타원과 원과의 축소확대

①원의 축소 ⇒ 타원

⇒ 그림처럼 반지름 인 원을 축만 

 배 축소한다면
타원이 돼  대신에 


를대입

     →  



   → 



 



 

이때 처음 원에서의 직선   tan  는 축으로만 

 배 축소한
  tan가 될거고 tan  cos

sin
 

 tan  가 성립하지



② 타원의 확대 ⇒ 원

⇒입장을 거꾸로 생각해서 이번엔 타원을 축 방향으로 

 배 확대
하면 반지름 인 원이 되겠지 대신에 


 대입






 



  → 








  →    

물론 기울기도 

 배 될거야  tan   

 tan 

이때 타원과   tan의 교점에서 그은 접선의 절편은타원이 확대되도 어차피 좌표가 이었으니깐 변함이 없어
 을 축으로 

 배 했다고 해봐 그대로   이지
이때 그 절편은 이동하지 않은 부동점이 되는거야



③타원의 축소 확대원  “부동점” 활용

⇒만일 위의 그림처럼 주어진 타원에서  ×의 길이를 구하라는 문제가 나왔다고 해봐
이 상태에서 타원만 가지고는 이 문제를 해결할 방법이 없어
이 때 주어진 문제를 보면 점   는 다 축 위의 점들이잖아이 점들은 아무리 축 방향으로 축소 확대 해도 변하지 않는 부동점이되는거야
그럼 이 타원을 위 그림처럼 확대를 해서 원을 만들어봐
이러면 점   는 변하지 않은 상태에서 원 문제로 바꿔서풀 수 있어그림처럼 직각삼각형을 만들수 있으니깐 기본 도형의 성질에 의해서
 ×     이라 구할 수 있지ㅎㅎ
이렇게 타원에 관련된 문제를 타원을 축소 확대해서 원을 만들고부동점이라는 이론을 도입해서 원 문제로 바꿔서풀 수 있게돼



타원과 접선의성질

①매개변수 도입의 필요성
⇒타원은 원이랑 비슷해서 매개 변수를 도입하면 쉽게 면적이나길이를표현할 수가있어그래서 타원에 관련된 면적  길이 문제는 반드시 매개변수를 생각해봐야돼
그림에서 다음 가지 문제를 매개변수를 이용해서 풀어보자

그림에서 먼저 알아둬야 할게 tan  

 tan 라는 거야 앞에서 배웠지ㅎ

그림에서 를 나타내진 않는거야 



≪ 대전제  tan  

 tan ≫

∆의 넓이  


sin cos


 sin 


≥ 

sin  일때 등호 성립 →    ∴ tan  

 일때 성립 

사각형  넓이   sin  cos   sin ≤ 
등호는 번과 동일하겠지ㅎㅎ

사각형  둘레의 길이       ≤  

등호 tan   

 일 때 즉 tan  
 

일 때성립

    cos
 



 sin
 




 cos

 


 sin
 



 cos  sin 
≥ cos


× cos  sin 


×sin  코쉬 슈바르츠

   

등호는
cos


cos
 

sin


sin 일 때성립

→ 

cos


sin
 →  


 tan  →  tan 







∴ tan  

 



 일 때  등호성립



②입사각 반사각을 이용한 접선 법선이론
⇒어떤 평면에 쏘인 빛은 입사각과 반사각이같다는거 얘기했지
차 곡선에서는 접선이 마치 빛을 받는 평면이라고 생각하면돼그걸 이용하는거야

⇒ 타원의 한 초점  ′에서 쏘아진 빛은 다른 초점  로떨어지는데 이때 입사각과 반사각이같으니깐맞꼭지각까지 이용하면 그림처럼 세 각이 ○ 로 동일하게돼
또 접점 를 지나고 접선에 수직인 법선을 그으면 ∆ ′ 의내각의 이등분선이 돼
그니깐 ∆ ′기준으로 볼 때 타원의 접선은 외각의 이등분선이되고 법선은 내각의 이등분선이되네
즉 ∆ ′에서 각의이등분선정리에따라
≪  ′     ′     ′   ≫ 가성립하지
타원 접선에선 가장 중요한 이론이야 꼭 알아둬



③ 타원에서 극선의방정식
⇒ 타원밖의점에서 접선을그을 때 이 두접선의 접점을 지나는직선을타원의 극선의 방정식이라고 해

⇒두접점을        라한다면
두접선의방정식이




 



  과 



 



 이잖아

이 두접선이 점   을지나니깐





 



  와



 



  란식이성립하지

근데        는 두 점 모두 



 



 위의 점이잖아
그럼 그냥 




 



  이라 해도 되지
타원 위에있으면서 이직선의 식을 만족하는점은 두점        밖에 없으니깐
극선의방정식공식은 포물선  타원 쌍곡선에 모두 적용돼



④기타암기 사항   인 경우즉 장축이  단축이일때 

초점에서접선에 그은 두수선의 길이의곱  

                           ≪  ×  ′   ≫

초점에서 접선에 그은 수선의 발 의자취  원
수직 접선이 되게 하는 곡선밖의점의 자취  원

 ≪      ≫  ≪       ≫



쌍곡선
쌍곡선의 정의
⇒ 평면 위의 두 정점    ′ 으로부터 거리의 차가 일정한 점들의집합을 쌍곡선이라고 해ㅎ

⇒ 점 점  꼭지점 선분 ′  주축선분 ′ 의 중점   쌍곡선의 중심



쌍곡선의 방정식
⇒ 쌍곡선은   의 대소가 아니라 표준화 시켰을 때 왼쪽이이냐
이냐에따라 개형이 달라져

     

① 




 



  




 





② 주축의 길이   주축의 길이   

③      점근선    ±


 양쪽그림 동일 

④초점            초점           



기본구조

①주축을 이루는 꼭지점의 중점  초점의 중점  두 점근선의 교점

②위의 직각 사각형을잘 봐 빗변의 길이가     이 되는거야그래서  에서 밑으로 회전하면 정확히 초점에 떨어져
③쌍곡선은 말 그대로 곡선이 쌍으로있지그래서쌍곡선의 정의도 식이 개여야 가능해
우리가알고 있는   ′    이 식은
  ′   점 ′을 끼고 도는 하나의 곡선 과
 ′     점  를 끼고 도는 하나의곡선 이짬뽕 된 식이야
④그림처럼 쌍곡선 위의 한 점   에서
 →∞가 되면   → 


이 돼 즉 좌표가 점근선 위의 점으로가지



쌍곡선의자취

①원에는 접하고 점 를 지나는 원의 중심의 자취

⇒ 원에 접하는 경우는 가지가 있어 내접 외접 이 두 가지를 합쳐서 쌍곡선이 되는거야
그림에서 점와 는 정점이고 원에 외접하는경우는
         일정

원에 내접하는경우는
       일정

두 경우를 합치면       초점   



②원와 원에동시에 접하는 원의 중심의자취
⇒이건 크게 가지 경우가 있어두 원에 모두 외접 두 원에 모두 내접 하나는 내접 다른 하나는 외접
두 원에 모두외접 또는 모두 내접

그림에서        

하나는 외접 다른 하나는 내접

그림에서        

이렇게 주축의 길이가 다른 쌍곡선 개가생기지ㅎ



③원위의 동점과 원 외부의 정점을 연결한 선분의 수직이등분선이동점과 원의 중심을 연결한 지름과의 교점의자취

⇒타원의 자취에서 했던 거랑 거의 비슷하지타원은원 내부의 정점이었고 쌍곡선은 원 외부의 정점이야

오른쪽 그림에서    니깐
         일정

단 이자취는 쌍곡선 일부만 되는거야



쌍곡선의 접선의 방정식
⇒ 이건 타원의 방정식이랑 너무흡사해
①접점    이 주어질 때

 



 



  위의 점     에서의 접선의 방정식은





 


 

 

 


  



   

  위의 점    에서의 접선의 방정식은




  




       
 

②기울기 이 주어질 때

 




 



  에 접하고 기울기가 인 접선의 방정식

⇒    ±     




  
 


   

  에 접하고 기울기가 인 접선의 방정식

⇒         ±    



    포물선      타원      쌍곡선
일반식     








 










 중 심
 꼭지점    

⇒

준선초점
   중심    

⇒

   ′
   중 심    

⇒점근선의교점
⇒

   ′

 초 점       
         

 ′      

         

 ′      

 준 선         

 초점준선          ′          ′   

 
접선의방정식
접점

    


  

 



 




 







 





 





 




 







 





 

접선의방정식
기울기

      



   

   ±      ±    

≪ 차곡선 포물선 타원 쌍곡선 주요 기본 공식 총정리≫

⇒ 한꺼번에 총정리 함 해보자ㅎ



쌍곡선의주요성질

①기본암기사항 주축이 일때

 두 초점에서점근선에그은 수선의 길이의곱  

두 초점에서접선에 그은 수선의길이의 곱  

       

  ≪  × ′   ≫                          ≪  ×  ′   ≫

증명  점근선의 방정식   ± 


 ⇔  ∓   

    과의 거리   

×

 ′     과의 거리  ′  

×
 ∴  ×  ′  

 증명  접선이 극단적으로   일때
       ′      ∴  × ′  



한 초점에서 쌍곡선의 접선에 그은 수선의 발 의 자취  원
수직 접선을 그은 곡선 밖의 한점 의자취  원

 ≪      ≫  ≪       ≫

접선과 점근선과의 교점과접점의 좌표  등차 수열이룬다



②쌍곡선접선의성질  내각의 이등분선

             ≪  ′     ′   ≫

 타원은 법선이 내각의 이등분선이고 쌍곡선은접선이 내각의이등분선이다



③점근선끼리 이루는 각이 일 때 sin 의 값

⇒ tan 


 


 sin   sin

 cos


오른쪽 그림의 직각 삼각형에서
sin


 


 cos


 



∴ sin   × 


× 



 




④ 쌍곡선위의 임의의 한점에서 각각의 점근선에 내린수선의발의 곱은 일정하다

⇒점근선의 방정식은   ± 


 ⇔  ±   

이점근선과 점    까지의 거리는  

  ±  

∴  × 
  

 
  

  근데   은

쌍곡선




 



 위의 점이니깐 





 




  이걸만족하지
이걸 정리하면 

  
   

∴  × 
  

 
  

 
 

  
 

일정



⑤ 쌍곡선위의 점에서 각각의 점근선에 평행하게 그은 직선과의교점으로이루어진 평행사변형의 넓이는 일정하다

⇒위의 그림 직각 삼각형 에서   sin 


또 직각 삼각형 에서  sin 


평행사변형    × ×sin   sin 


×sin 


× sin 

sin 
 ×



 
×

 


 


 일정



⑥  쌍곡선에 그은 접선의접점의 좌표는 이접선이점근선과 만나는교점의중점이다

⇒접선과 점근선의교점을        라고할게








접선 




 




 

점근선   ± 




이것을 연립하면

  ∓ 

 근데 이 두 값이 점 와 의 좌표니깐

     


  

    
  



   

∴ 

 

또 ∆   ×평행사변형넓이   × 


   일정

∵ 이므로 중점 연결 정리에 의해 평행한 선은 과 의 중점



⑥－ 따름정리

⇒∆넓이  

 


× × × sin 

 


× × ×

 


정리하면  ×         

⇒


 


⇒ ∆와 ∆은 닮음

∵∠  ∠

∴그림에서처럼 ∠      



위 지면 강의파일의저작권은 오르비인터넷수학강의강사안녕맨에게있습니다
안녕맨의동의없이 무단복제 배포 사용은 철저하게법적 책임을 지게됩니다


