
⌬ 도형의 방정식 ⌬

 그림과 같이 두 밑면    는 한 변의 길이가  인
마름모이고 네 옆면은 정사각형인 육면체    를
세 점     의 좌표가 각각
          이 되도록 좌표공간에 놓았다 

두 점  를 지나는 직선이  평면과 만나는 점을    

이라고 할 때

 의 값은 단 점 의 좌표는 양수이다 

⇒점 와 의좌표를 구해서 두점  를 지나는 직선의방정식과   과의교점을찾는 문제야 우선 는 쉽게 구할수가있어



사각형 가 마름모라고 했으니깐 평행사변형도되는거지평행사변형 성질에의해서 대각선에있는두점의 중점이 서로일치해점    라하면
의 중점


 


 

    의 중점

 


 에서

         ∴    

점 는 라는 위치벡터가 좌표가되는거지
위의오른쪽그림에서            인데
 는 길이가 이고 평면 와 수직이돼 즉평면 의법선벡터와 평행하게되지
법선벡터는 외적을이용하면 쉽게구할수있는데
의법선벡터는 위의두벡터  랑  모두 수직이되지
즉 이 두벡터를외적하면 법선벡터가나와
          

   ×  


    

     
 ×  × ×  × ××     

이거 공식으로도풀 수있는데
절편   절편   절편 인 평면의방정식은




 


 


 이야

           지난다는것은    절편이 이라는말이니깐




 


 


      이 되서 법선벡터가   이라는것을 알 수있어



          인데 크기가  니깐
         에서   


 



∴  


 


 

 

∴           


 




 

 


 


 

  이게 점의좌표야ㅎ
두점 와   을지나는 직선의방정식은







 













 


 이 직선과   과의교점은








 















 을풀면  


  



즉 점 


 


     

∴  











한 점     을지나고 평면에 수직인
법선 벡터     일 때

①               표준형

②          일반형

단        

즉 평면위의 두개의 벡터만 잡으면 무조건 외적이 법선 벡터니깐
법선 벡터를 구할 수가 있는거지

≪ 평면의 방정식 ≫

외적을 이용한 평면의 방정식 구하기

⇒ 두 벡터     를 포함하는 평면 이 있다고 하자
이 두 벡터를 외적을 하면그 외적의 결과   ×    도
벡터인데 이 벡터의 방향이 두 벡터에 수직이야   ⊥   ⊥ 

근데 이 수직인 벡터 는 평면위의 두 벡터와
수직이기 때문에  ⊥   ⊥  평면에 수직  ⊥   이라고할 수 있자나
그래서 이 외적 결과로 나온 벡터가 법선 벡터가 돼ㅎ   ×      



보통 평면의 방정식을 구하는 문제에서 제공되는 조건은 평면의결정 조건을 만족하는거야공간 도형 첫 부분에서 배웠던 평면의 결정 조건을 다시 보자ㅎ밑에 있는 조건이 평면의 방정식을 구하는 문제에서 주어지는 대표적인
가지 조건이야

①세 점을 지나는 평면의 방정식
⇒ 서로 다른 두점이 하나의 벡터를 만들 수 있어그럼 두 쌍의 서로 다른 두점으로 두 벡터를 만들고 이걸 외적을 해서법선벡터를 구하지 그리고 하나의 점은 세 점중에 아무거나 하나 쓰면 돼

세 점             을 지나는평면의 방정식은

⇒             

 ×  


    

     
    

    이게 법선벡터인데   을 써도 돼
    이고 점  를 지나는 평면의 방정식은

                



② 한 직선을 포함하고 그 직선 위에 있지 안는 한점을 지나는 평면
⇒ 직선의 방향 벡터와 직선위의 한점과 직선위에 있지 안은 한 점으로벡터를 만들어서 외적하면 법선벡터가 나와



 
  

 를 포함하고 점    을 지나는
평면의 방정식을 구하시오

⇒ 우선 직선의 방향 벡터 하나는 있네     그 다음 직선위의 한점    과    으로
벡터 하나 만들 수 있지    

   ×  


    

    
   

    ∴법선벡터     

점    을 지나고 법선벡터     인 평면의 방정식
                



③ 한 점에서만나는 두 직선을 포함하고 있는 평면
⇒ 두 방향벡터에 수직인 벡터가 법선벡터가 돼점은 두 직선중 아무거나 상관없이 직선위의 한점을 잡으면되지ㅎ

두 직선 


    과 


 

 
 

 을
포함하는 평면의 방정식은

⇒두 직선의 방향벡터           를 외적하면
법선벡터가 돼
   ×  


    

     
   

   

한 점은 


    위의 점으로 잡을게   

그럼 평면의 방정식은       에서
     



④평행한 두 직선을 포함하는 평면의 방정식
⇒ 두 직선의 방향 벡터가 동일하니깐 방향 벡터는 하나만 사용 할 수 있어각 직선에서 한 점을 잡고 그 두점으로 벡터를 만들어서 방향벡터랑외적하면 법선 벡터가 나와

 평행한 두직선
 

 


  와 


 


 을 포함하는

평면의 방정식은

⇒우선     하나는 있고두 직선위의 점    과    로 벡터를 만들면
    

법선 벡터    ×  


    

     
       

점    을 지나고 법선 벡터     인 평면의 방정식은
                

⇒위 개 유형의 공통 전략은 결국 평면위에서 두 벡터를 잡고그 벡터를 외적한것을 법선벡터로 잡는 거야



절편을알고있는 평면의 방정식
⇒ 좌표 평면에서 절편 이고 절편  일 때 직선의 방정식 기억나




 


 이었지ㅎ

평면도 마찬가지야 절편   절편   절편 일 때 평면의 방정식은




 


 


  이야

이건 세점을 지나는 평면으로 생각하고 외적을 이용해서 구할 수 있는데
              를 지나는 평면이니깐
           이 두벡터 외적이 법선벡터지ㅎ
 ×  


    

     
       인데 법선 벡터는

평행 이동해도 동일하니깐 양변을 로 나누면  


 


 


가 되지

법선 벡터가   

 


 

 이고 점   을 지나는 평면의

방정식  


  


  


   에서 


 


 


 

여기서  ×          은 선분 랑를
이웃한 변으로 하는 평행사변형의 넓이니깐 그 반인 

      

은 ∆의 넓이 가 되지    


     

 
 



 
 



 
 



 
   

  
   ∆넓이 



 좌표 공간에서 평면 평면 평면에 동시에 접하면서
반지름의 길이가 인 구를 


이라 하고 평면 평면 구 에

동시에 접하면서 반지름의 길이가 인 구를 라 하자

두 구   의 중심을 각각   라 하고 점 의좌표가   일 때

삼각형 의 넓이는

단 두 점  의 좌표 좌표 좌표는 모두 양수이다 

⇒ 은 공식이지ㅎ 반지름이 이라고 했으니깐
          ∴   

참고로 세축에접할때는반지름이 야

는 평면이랑 평면이랑접하고 반지름이 이라고 했으니깐
중심좌표가   이돼외접하려면 중심간의거리가 두 구의반지름의합과같으니깐
         에서       

  ±    ± 인데 중심좌표가다 양수라고했으니깐
  겠지 ∴    

공간좌표상에서 세점으로 이루어진 삼각형의넓이구할때에도외적이엄청좋아 두벡터의외적의크기의 반이 면적이되거던
           

 ×       
     

 ××   × × × × 
    

∆   


 ×   

 

   


 








평면과축에접하는구의방정식
⇒ 정육면체로이해하는게편해
 기본
평면에 접한다       →      

평면에 접한다       →      

평면에 접한다       →      

축에접한다     →      

축에접한다       →      

축에접한다       →      

  

                                      
           ≪ 축≫                                   ≪ 축≫
   

                                 
                                 
      ≪ 축≫



응용
ⓐ 평면 평면 평면에 접한다         

⇒       

ⓑ 축  축  축에접한다                

⇒       

            ≪ⓐ≫                                   ≪ⓑ≫

ⓒ 축 축에접한다            

⇒         



ⓓ 축 축에접한다            

⇒         

ⓔ 평면에접하고 축에접한다         

⇒          

ⓕ 평면에접하고 축에접한다        

⇒           

         ≪ ⓔ ≫                                         ≪ ⓕ ≫



  외적의 활용
⇒외적은교과 과정은 아니지만 면적이나두 벡터에수직인법선 벡터 구할때아주 유용하게 활용 될 수있어
 와  의 외적은  ×  로 표시하고 그 결과 값은벡터야이게 내적과 큰 차이지
 ·   실수  ×   벡터
≪ 두벡터를 외적한 벡터는항상 두 벡터에 동시에 수직인 벡터 ≫가돼그니깐 두 벡터에수직인법선 벡터가 바로외적이지이건 어떤 평면의 법선 벡터를구할 때 굉장히 유용하게 쓸 수 있어
그리고 두 벡터의 외적의 크기는 두 벡터가 이루고 있는 평행사변형의넓이와 같아
즉 ≪   ×         sin  ≫

                 일때  ×  구하기
    

     이렇게 나열 한 다음 지그 재그로 빼면돼
⇒  ×          



 그림과 같이 모든 모서리의 길이가 인 사각뿔   에서
삼각형 의 무게중심을 라고하자

점 가 선분 위의 점일 때  · 의 최솟값은

⇒이문제는 두점 와 를 지나는직선의방정식을 구한다음에직선위의 점 를 매개변수  로 나타낸 다음에 내적의최솟값을구하는문제야 어차피 에관한함수가나오겠지
우선 각 점들을 좌표화해야하는데 수직이 개인 직선을 찾아야돼
사각뿔의모든모서리가 같다는것은 밑면은정사각형이고 옆면은다정삼각형이라는 말인 거야
참고로 밑면이정사각형인뿔을 “정사각뿔”이라고해원래정사각뿔이모든변이 같은건아니지만 이 경우는특별한경우의정사각뿔이야
그럼 위의 오른쪽그림처럼 밑면에서 축 축을 만들수가있고  랑평행한 축을 만들수가있어
를 원점으로하면              라는것을알수있지



점 는 좌표 좌표는 정사각뿔한변의길이의반이니깐 이지
좌표는 길이가 되는데 직각삼각형 에서
    사각뿔한변의길이    정사각형대각선의반

 



        ∴     점     

점는 삼각형 의무게중심이니깐




 




    


 

 
두점    과  


 

 을 지나는직선의 방정식은
방향벡터    


 

 인데 방향벡터는평행이동이가능하니깐
각좌표에 을곱해서 방향벡터를    로 봐도 문제없어
즉 직선의방정식은 


 


 

 이렇게되는데 이직선위의점
를 매개변수로나타내려면


 


 


 에서

           이니깐
점       라 놓을 수있어       이니깐
        
            니깐
 ·       


   

   차함수니깐 도함수가 이되는 에서최솟값을가져

    라한다면  ′      에서   


 



∴최솟값  
   

  × 


 





  





 좌표공간에 있는 구             와 평면   이
만나서 생기는 원을 이라고 할 때

축을 포함하는 평면 가 원 과 점 에서접한다

또한 구 와 평면 가 만나서 생기는 원을 라고 하자 

원 위의 점 중에서 점 까지의 거리가 최대가 되도록 하는 점을 

원 위의점 중에서 점 까지의 거리가 최대가 되도록 하는 점을
이라고하자
세 점    를 지나는 평면의 방정식       일 때

세 상수   에 대하여   의 값을 구하시오 

단 점 의 좌표는 양수이다

⇒우선 을구해볼게       에서    

이건 축 축으로되어있는 좌표평면에서 원이되지
그리고 가 축을 포함하는평면이라고했는데이건 축 축에서원점을지나는 직선처럼 보면돼 식도   형태거던
그래서 이문제는실제작도할 때도 축 축으로된좌표평면으로 해석하는게좋아
문제에서 가 에접한다고했으니깐 원점을 지나는직선이 접점 에서
중심이 이고 반지름이 인원에 접하는 상황을그려보면돼

우선 평면 와 이 접하면 와 의중심사이의거리가반지름이랑
같으니깐    과  사이의거리 


 에서

               


   





평면   


       에서   


야

이거랑    과 연립하면  


  에서

    


    


     에서

  ×      × ×  

    ∴   


   


×




×
 



그래서 의좌표  


  

 이제 위상황을그림으로 보자

위 그림을 보면이 의지름이되고 는 의지름이돼
그리고 ∠가직각이기때문에 는 구 의지름이되지
세점    을지나는평면은 당연히    를 포함하기때문에 구의중심    를 지나고 축에평행한 평면이야
위그림을보면 점 에서 축에내린수선의발이 점     인데
이 평면은   


  

 에 수직임을 알수가있어
그래서 가법선벡터가되지
∴평면의방정식  


    


       인데 

       라고했으니깐           ∴   



축에 평행한 평면 또는 축을 포함하는 평면
①축에 평행한 평면
⇒ 만일 축에 평행하고 점   을 지나는평면의 방정식을 생각해보자
축에 평행이라는 것은 평면에 수직인 것이랑 같은 말이니깐법선 벡터가    이 되지
그럼 평면의 방정식은         이 되서
      즉 마치  에 관한 직선의 방정식 처럼 나오지

실제 이러한 평면에 관한 문제는 문자가 개 이하로 나오기 때문에그냥 우리가 평면 좌표에서 했던 것처럼 좌표 평면 그려서 해결하면 돼
참고로 이 때는 구도 원으로 바꿔서 풀어
즉 어떤 축에 평행하다 포함하다 라고 조건이 주어지면 이거는공간에서 볼 필요없이 좌표평면에서 직선처럼 그려서 해결하라는 소리야ㅎ

②축을 포함하는 평면
⇒이번엔 축을 포함하고 점   을 지나는 평면을 생각해보자
축을 포함하는 평면도 결국 축에 평행한 평면 중 하나니깐   에관한 식만 나와
하지만 잘 생각해보면 축을 포함하고 있으니깐 원점을 지나겠지ㅎ
그래서 마치  평면에서 원점을 지나는 직선처럼 생각하면 돼
식도    이렇게 나타내도 돼 상수항이 없으니깐ㅎ

 앞으로는 축에 평행한 평면그러면     라 놓고
축을 포함하는 평면 그러면   라고놓으면 돼
마찬가지로 축에 평행한 평면은     이고
축을 포함하는 평면은   가 되겠지ㅎ



 그림과 같이         인
직육면체    를 세 점   의좌표가 각각
           이되도록 좌표공간에 놓았다 

두 선분  를   로 내분하는 점을 각각  라 하고
두 선분  의 중점을 각각  이라고 하자

직선 와 평면 이 만나는 점을 라고할 때

직선 와 평면이 만나는 점의좌표를   라고하자

    의 값은

⇒ 우선직선   평면 이라했는데 주어진점은   니깐나머지      을구해야지
위그림에서               이고
   × 


    


      × 


    


 

       할튼 모든점을 아주쉽게구할 수있어ㅎ



평면 의방정식 부터구해볼게
점은있으니깐 법선벡터만 구하면되는데 평면위의두벡터를외적하면돼
     

   


 인데   를쓸게 법선벡터나방향벡터는평행이동이가능

 ×      
    

 × × × × ××

     즉 법선벡터     야
점   을지나고법선벡터가   인 평면  의방정식
       ⇔     ⇔     

이번엔 두점         을 지나는직선의방정식을구하자




 


 


⇔   


  인데 평면과교점을구해야하니깐

  


   라고놓으면 직선위의점    가돼

이게평면위에도있으니깐      을만족하지    에서   



∴평면과직선의교점  

 


 

 가돼

이제두점   

 과  


 


 

 를지나는직선의방정식을구하면돼














 



 











⇔     에서   과교점은

    에서     ∴           



 좌표공간에서 두 구
                      가
만나서 생기는 원 위의 임의의점을 라하자 

점    에대하여       라고 할 때

원 위의 모든 점 에 대하여 항상        가 성립한다

    의최댓값은 단 는원점이다

⇒ 원래 좌표공간에서 구와평면은 좌표평면상에서원과직선이랑 흡사해
그래서구와 평면사이의관계를 접근할때 그냥 원과 직선으로생각하고풀면 훨씬편해 모든식이나 공식이다일치하거던ㅎ
두원의 교선은 원이 되는데 이원을포함하는평면을구할 때
이건 좌표 평면에서 교점을지나는 직선 구하는방법이랑일치해
그냥 빼면돼지         

그리고구 의중심은  이고반지름은       이고
구 의중심은   이고반지름은      이야



이제 위의상황을 단면화시켜서볼게ㅎ

위의 오른쪽그림에서 각 구의중심과 평면사이의거리를 구해보면
    과
  사이의거리    

 
 


 

  사이의거리    

 
 


 

교원 의반지름은왼쪽큰원의반지름  빗변  



  

그니깐 위의그림에서교원 는 중심이이고반지름이 인원이지
그담에       를 해석해야하는데 이건
점 의자취가 점    를중심으로하고 반지름이 인구가되는거야근데점 는또 두 구의교원 에도있어야돼
문제에서는 가최대가되는     를구하는것이기 때문에
의위치에대해서생각해봐야하는데
가빗변이되고 의반지름 이높이가되는직각삼각형을생각해보면
         즉 과의거리가 인 를 생각해야돼



위의그림을보면 세점 와과  가일직선상에있을때
가최대로있을가능성이있는 점이를   로외분하는점

이거나  를   으로 외분하는점일때최대일가능성이 있어
각각을 구해보고  가 더큰게최댓값이되겠지
   과   을

  로외분한점   

× ×
 

××    


   

 

  로외분한점   

× ×
 

××    


  

 

 를계산해보면 은


 

이고 는




 이니깐

최댓값은  

 이돼ㅎ


