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A
Ⅰ. 지수함수와 로그함수 · 1. 지수와 로그

거듭제곱근과 지수의 확장

이야기로 시작하기 — 소문은 얼마나 빨리 퍼질까?

당신이 친구 2명에게 비밀을 말했고, 들은 사람은 모두 다음 날 또 2명에게 말한다고 해 봅시다. 1일째

2명, 2일째 4명, 3일째 8명… 10일째에는 새로 듣는 사람이 1024명입니다. 이것을 210이라고 씁니다.

‘2를 10번 곱했다’는 뜻이고, 작은 10을 ‘지수’라고 부릅니다.

이 챕터에서는 두 가지 질문에 답합니다.

이 챕터에서 답할 질문

질문 1 · 거꾸로 가기

어떤 수를 3번 곱했더니 27이 됐다. 그 수는?

→ 거듭제곱근

질문 2 · 이상한 지수

20, 2−1, 2 은 ‘2를 0번, −1번, 반 번 곱한 것’인데, 그게

무슨 뜻일까?

→ 지수의 확장

이 챕터의 길

A-1 거듭제곱근 교과서 개념 A-2 거듭제곱근의 성질 교과서 개념

A-3 지수의 확장 교과서 개념 A-4 지수법칙 교과서 개념

수능 A-① 실인 n제곱근의 개수는 ‘홀짝 먼저,

부호 나중’
수능 개념 수능 A-② 대칭식 ax + a−x은 ‘t + ’로 본다 수능 개념

수능 A-③ 대소 비교는 ‘밑 통일’ 아니면 ‘지수

통일’
수능 개념 대표 문제 3문항 사고 흐름 · 두 풀이

단계별 연습 11문항 기본 · 유형 · 실전 기출 연습 수능 17 · 모평 11 기출 해설 · Review
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★ 날개 메모

n√a는 ‘a의 n제곱근’과 같은

말이 아닙니다. 16의

네제곱근 중 실수인 것은 2와

−2이고, 4√16은 그중

양수인 2 하나만 가리킵니다.

★ 날개 메모

복소수 범위까지 넓히면 a ≠

0의 n제곱근은 항상

n개입니다. 교과서와 수능은

‘실수인 것’만 묻습니다.

★ 날개 메모

조건 a > 0, b > 0을 빼면

깨집니다. √(−2)√(−8) ≠

√16이 고1 복소수에서 본

반례입니다.

A 거듭제곱근과 지수의 확장 · 1부 · 교과 개념

1부 · 교과 개념 교과서 개념

이 챕터의 목표는 하나입니다. 지수법칙이 깨지지 않도록 지수를 자연수 → 정수 → 유리수

→ 실수로 넓혀 간다. 모든 정의는 ‘법칙을 지키려면 이렇게 정할 수밖에 없다’는 흐름으로

읽어야 합니다.

A-1 거듭제곱근 교과서 개념

한 줄 요약

n제곱근은 ‘n번 곱해서 a가 되는 수’다.

이야기로 이해하기

부피가 27 cm3인 주사위의 한 모서리는 몇 cm일까요? 가로×세로×높이 = (모서리)3

= 27이므로 모서리는 3 cm입니다. 이 3이 27의 세제곱근입니다. 한편 같은 수를 두 번

곱하면 (−)×(−) = (+)이므로 절대 음수가 나오지 않습니다. 그래서 ‘음수의 제곱근(짝수

번째 근)’ 중 실수는 없습니다.

n이 2 이상인 자연수일 때, n제곱하여 실수 a가 되는 수, 즉 xn = a를 만족시키는 x를 a의

n제곱근이라 합니다. 제곱근, 세제곱근, …을 통틀어 거듭제곱근이라 합니다.

사고 흐름  ‘xn = a의 실근’을 어떻게 셈까? → 방정식의 실근은 ‘y = xn과 y = a의 교점의

x좌표’입니다(고1 되살리기). n이 홀수면 y = xn은 증가하며 모든 실수값을 한 번씩 지나고,

짝수면 y축 대칭이며 0 이상의 값만 가집니다. 이 그림 하나가 아래 표 전부입니다.

실수인 n제곱근 a > 0 a = 0 a < 0

n이 홀수 n√a (1개) 0 n√a (1개)

n이 짝수 n√a, −n√a (2개) 0 없다

A-2 거듭제곱근의 성질 교과서 개념

한 줄 요약

같은 n제곱근끼리는 하나로 합쳐서 곱하고 나눌 수 있다.

이야기로 이해하기

3사과 + 2사과는 5사과지만 3사과 + 2배는 합칠 수 없죠. 거듭제곱근도 ‘같은 종류(같은

n)’일 때만 3√2 × 3√4 = 3√8 = 2처럼 하나로 묶을 수 있습니다. √2 × 3√2처럼

종류가 다르면, A-4에서 배울 지수로 바꾸어 계산합니다.
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a > 0, b > 0이고 m, n이 2 이상인 자연수일 때

증명의 핵심 (필연성) — 다섯 성질의 증명은 모두 같은 한 문장에서 나옵니다.

양수 a의 양수인 n제곱근은 단 하나뿐이다. 따라서 ‘두 양수의 n제곱이 같으면 두 수는 같다.’

첫 번째 성질을 예로 들면, (n√a n√b)n = (n√a)n(n√b)n = ab이고 n√a n√b > 0입니다.

즉 n√a n√b는 ‘ab의 양수인 n제곱근’이므로 n√(ab)와 같습니다. 나머지 네 개도 ‘양변을

적당히 거듭제곱해 같음을 보이고, 양수임을 확인한다’는 순서로 직접 증명해 보세요.

A-3 지수의 확장 교과서 개념

한 줄 요약

지수를 넓힐 때는 ‘계단 규칙’이 깨지지 않도록 정한다.

이야기로 이해하기

계단을 내려간다고 생각해 보세요. 지수가 1씩 줄 때마다 값은 반으로 줄어듭니다.

23 22 21 20 2−1 2−2

8 4 2 1

굵은 칸은 아무도 정해 주지 않았지만, ‘한 칸 내려갈 때마다 반’이라는 규칙을 지키려면 이

값일 수밖에 없습니다. 2 도 같습니다. 두 번 곱하면 2  = 2가 되어야 하므로, 2  =

√2입니다.

자연수 지수에서 성립하는 법칙 am × an = am+n을 유지하는 것이 확장의 유일한

기준입니다.

확장 단계 법칙을 지키려면 정의 조건

0 a0 × an = an이어야 함 a0 = 1 a ≠

0

음의 정수 a−n × an = a0 = 1이어야

함

a−n = a ≠

0

유리수 (a )n = am이어야 함 a  = n√(am) a > 0

실수

(무리수)

유리수 지수로 한없이 근사 2  = 2 , 2 , 2 , …가 다가가는

값

a > 0

​ ​ =n a
n
b ​, ​ =n

ab
​

n
b

​

n a
​, ( ​) =n

​

b

a
n a m

​, ​ =n am
m

​

n a ​, ​ =mn a np amp
​

n am

​

2
1

​

4
1

​2
1

​+ ​2
1

2
1

​2
1

​

an

1
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m

​n
m

​2 1.4 1.41 1.414
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사고 흐름  유리수 지수에서 왜 갑자기 a > 0이 붙는가? → a < 0을 허용하면 (−8)  =

−2인데, 같은 수  = 을 쓰면 (−8)  = 6√64 = 2가 됩니다. 지수를 어떻게 쓰느냐에 따라

값이 달라지므로, 정의 자체를 a > 0으로 막은 것입니다.

A-4 지수법칙 교과서 개념

한 줄 요약

곱하면 지수끼리 더하고, 나누면 빼고, 거듭제곱하면 곱한다.

이야기로 이해하기

‘2를 3번 곱한 것’과 ‘2를 4번 곱한 것’을 다시 곱하면 모두 몇 번 곱한 것일까요? 3 + 4 =

7번입니다. 지수법칙은 이 ‘횟수 세기’를 식으로 쓴 것들입니다. 외울 필요 없이,

헷갈리면 작은 수(22 × 23 = 4 × 8 = 32 = 25)로 확인하세요.

a > 0, b > 0이고 x, y가 실수일 때

고1 되살리기: 거듭제곱근 계산은 모두 지수로 바꾼 뒤 법칙을 적용하는 것이 안전합니다.

3√(a√a) = (a · a )  = a 처럼 안쪽부터 지수로 바꾸세요.

개념 예제 한 줄씩 따라 쓰기

EX 01  다음을 구하시오. (1) −27의 세제곱근 중 실수인 것 (2) 16의 네제곱근 중

실수인 것 (3) −16의 네제곱근 중 실수인 것

풀이: (1) 홀수 제곱근이므로 1개, 3√(−27) = −3. (2) 짝수, 양수 → 2개, 2와 −2.

(3) 짝수, 음수 → 없다.

포인트: 표를 외우지 말고 y = x3, y = x4의 그래프를 머릿속에 그려 교점을 세세요.

EX 02  다음을 간단히 하시오. (1) 3√2 × 3√4 (2) √(3√64) (3) (4√9)2

풀이: (1) 3√8 = 2 (2) 6√64 = 2 (3) 4√81 = 3

​3
1

​

3
1

​

6
2

​6
2

a a =x y a , a ÷x+y x a =y a , (a ) =x−y x y a , (ab) =xy x a bx x

​

2
1

​

3
1

​

2
1
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EX 03  다음을 계산하시오. (1) 8  × 4  (2) (2 )

풀이: (1) 밑을 2로 통일하면 22 × 2−1 = 2. (2) 지수법칙 (ax)y = axy에서 2  =

22 = 4.

포인트: (2)는 ‘실수 지수에서도 지수법칙이 성립한다’는 것을 쓰는 문제입니다.

그래서 밑 2 > 0이 중요합니다.

EX 04  학생 A는 (−8)  = −2라고 했고, 학생 B는 (−8)  = (−8)  = 6√64 = 2라고

했다. 무엇이 문제인가?

풀이: 둘 다 틀렸습니다. 유리수 지수 a 은 a > 0일 때만 정의되므로 (−8) 은

정의되지 않는 식입니다. −2는 3√(−8)로 써야 합니다.

포인트: 정의에 붙은 조건은 ‘왜 필요한가’의 반례와 함께 기억하세요. 조건을 잊는

것을 막는 가장 확실한 방법입니다.

​3
2 − ​2

1
​2 ​2

​⋅ ​2 2

​

3
1

​

3
1

​

6
2

​

n
m

​

3
1
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★ 날개 메모

식에 ax과 a−x이 쌍으로

보이면, 분모·분자에 ax의

거듭제곱을 곱해 음의 지수를

없애는 방법도 같은

뿌리입니다.

A 거듭제곱근과 지수의 확장 · 2부 · 수능 개념

2부 · 수능 개념 시험에서 반복되는 관점

아래 세 가지는 교과서 본문에 없지만 시험에서 반복되는 관점입니다. 모두 1부 개념으로

증명됩니다.

수능 개념 A-①  실인 n제곱근의 개수는 ‘홀짝 먼저, 부호 나중’

n과 a가 함께 변하는 문제(예: ‘n2 − 8n + 12의 n제곱근 중 실수인 것의 개수’)는 n을 하나씩

넣지 말고 두 단계로 나눕니다.

1. n이 홀수이면 a가 무엇이든 개수는 1. 계산할 필요가 없습니다.

2. n이 짝수일 때만 a의 부호를 봅니다. a를 n의 식으로 인수분해하고 부호표(+, 0, −)를

만든 뒤, 짝수 n에 대해서만  / 0을 읽습니다.

수능 개념 A-②  대칭식 ax + a−x은 ‘t + ’로 본다

t = ax (t > 0)으로 놓으면 ax + a−x = t + 입니다. s = t + 를 알면 나머지는 고1

곱셈공식으로 모두 나옵니다.

구하는 것 s = ax + a−x로 나타내면

a2x + a−2x s2 − 2

a3x + a−3x s3 − 3s

(ax − a−x)2 s2 − 4

증명: (t + )2 = t2 +  + 2, (t + )3 = t3 +  + 3(t + ). 예를 들어 x  + x  = 3이면 x +

x−1 = 7, x  + x  = 27 − 9 = 18입니다.

수능 개념 A-③  대소 비교는 ‘밑 통일’ 아니면 ‘지수 통일’

밑을 통일할 수 있으면(예: 4, 8, 16 → 밑 2) 지수만 비교합니다. (밑 > 1일 때)

밑이 서로소이면 지수를 통일합니다. 3√3, 4√5, 6√10은 지수 , , 의 최소공배수

12를 이용해 모두 12제곱하면 34 = 81, 53 = 125, 102 = 100을 비교하는 문제가 됩니다.

근거: 양수 p, q에 대하여 p < q ⇔ pn < qn (지수함수·거듭제곱 함수의 증가). 챕터

C에서 그래프로 다시 확인합니다.

​

1
2
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t
1

​

t
1

​
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​
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​
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1
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t
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​
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​
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★ 날개 메모

n = 3, 7처럼 수가 0이 되는

경우는 홀수라 여기서는

영향이 없지만, 짝수에서 0이

나오면 개수는 1입니다.

출제자가 가장 자주 노리는

지점입니다.

A 거듭제곱근과 지수의 확장 · 대표 문제

대표 문제 사고 흐름 → 정석 → 빠른 길

모든 대표 문제는 교과서적 해법을 먼저 완성하고, 수능적 해법은 어느 수능 개념을 썼는지

번호로 표시합니다. 스스로 두 풀이를 모두 써 본 뒤 해설과 비교하세요.

대표 01 이해 · 3점 정답 2

양수 x에 대하여 x  + x  = 3일 때, (x  + x  + 2) / (x + x−1 + 3)의 값을

구하시오.

사고 흐름  x를 직접 구해야 하나? → x = ( )2처럼 지저분합니다. 묻는 식이 전부

‘x의 거듭제곱 + 그 역수’ 꼴이므로, 주어진 값을 거듭제곱해서 만드는 것이

자연스럽습니다.

교과서적 해법

수능적 해법

대표 02 추론 · 4점 · 단답형 정답 9

2 이상 12 이하인 자연수 n에 대하여 −n2 + 10n − 21의 n제곱근 중 실수인 것의

개수를 f(n)이라 할 때, f(2) + f(3) + … + f(12)의 값을 구하시오.

사고 흐름  11개를 모두 대입해야 하나? → 개수를 결정하는 것은 ‘n의 홀짝’과 ‘수의

부호’ 두 가지뿐입니다. 값 자체는 필요 없습니다.

교과서적 해법

​2
1 − ​2

1
​2

3 − ​2
3

​

2
3 + ​5

양변을 제곱하면 x + 2 + x−1 = 9이므로 x + x−1 = 7.

양변을 세제곱하면 x  + 3(x  + x ) + x  = 27이므로 x  + x  = 27 − 9 = 18.​2
3

​2
1 − ​2

1 − ​2
3

​2
3 − ​2

3

따라서  = 2.​

7 + 3
18 + 2

[수능 개념 A-②] — s = 3을 표에 넣으면 끝입니다.

2배 지수 → s2 − 2 = 7, 3배 지수 → s3 − 3s = 18.

식을 전개하지 않고 ‘지수가 몇 배인가’만 봅니다.
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−n2 + 10n − 21 = −(n − 3)(n − 7)을 n = 2, 3, …, 12에 차례로 대입해 부호를

확인하고, A-1의 표로 개수를 읽습니다.

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

부호 − 0 + + + 0 − − − − −

f(n) 0 1 2 1 2 1 0 1 0 1 0

합은 9입니다.

수능적 해법

대표 03 이해 · 3점 정답 A < C < B

세 수 A = 3√3, B = 4√5, C = 6√10의 대소를 비교하시오.

사고 흐름  밑 3, 5, 10은 통일할 수 없습니다. 그렇다면 반대쪽, 지수 , , 을

통일합니다.

교과서적 해법

수능적 해법

[수능 개념 A-①] — 홀수 n(3, 5, 7, 9, 11)은 무조건 1씩, 5.

짝수 n(2, 4, 6, 8, 10, 12) 중 3 < n < 7인 4, 6만 양수라 2씩, 4.

나머지 짝수는 음수라 0.

합은 5 + 4 = 9.

표를 다 그리지 않아도 됩니다.

​

3
1

​

4
1

​

6
1

세 수는 모두 양수이므로 12제곱해도 대소가 유지됩니다.

A12 = 34 = 81, B12 = 53 = 125, C12 = 102 = 100이므로 A < C < B.

[수능 개념 A-③] — 같은 풀이를 ‘지수의 분모 최소공배수 = 12’로 즉시 읽습니다.

거듭제곱근이 여러 개면 밑보다 지수를 먼저 보는 습관을 들이세요.
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A 거듭제곱근과 지수의 확장 · 단계별 연습

단계별 연습 기본 1회독 · 실전 2회독

기본은 1회독, 실전은 2회독부터 풉니다. 실전은 내신 서술형·수능형에 맞춘 단답형과 조건 추론 위주입니다.

기본 2점 · 정의와 계산

1 이해

81의 네제곱근 중 실수인 것들의 곱을 구하시오.

2 계산

3√54 + 3√16 − 3√(−2) = k·3√2일 때, k의 값을

구하시오.

3 계산

27  × 9 의 값을 구하시오.

4 계산

a > 0일 때, √(a · 3√(a · 4√a)) = ak을 만족시키는

유리수 k의 값을 구하시오.

유형 3점 · 내신 서술형 · 수능형

5 이해 · 단답형

2x + 2−x = 4일 때, 8x + 8−x의 값을 구하시오.

6 이해

32x = 5일 때, 의 값은?

①  ② 4 ③  ④  ⑤ 

7 추론

2 이상 10 이하인 자연수 n 중에서 n√64가 자연수가

되도록 하는 n의 개수를 구하시오.

8 이해

a = 3√2, b = √3일 때, 6√72 = ap bq를 만족시키는

유리수 p, q에 대하여 p + q의 값은?

①  ② 2 ③  ④  ⑤ 

실전 4점 · 조건 추론 · 타 교과 소재

9 추론 · 단답형

2 이상 6 이하인 두 자연수 m, n에 대하여 m − 4의

n제곱근 중 실수인 것의 개수가 1이 되도록 하는 순서쌍

(m, n)의 개수를 구하시오.

10 추론 · 단답형

2 이상 50 이하인 자연수 n에 대하여 n√(224)과

3√(2n)이 모두 자연수가 되도록 하는 모든 n의 값의

합을 구하시오.
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11 문제 해결 · 타 교과 소재 · 단답형

어느 방사성 물질의 처음 질량이 M0 mg일 때, t시간 후의 질량은 M(t) = M0 × 2  (mg)이다. (T는 반감기) 반감기가

6시간인 이 물질 160 mg이 15시간 후 k√2 mg이 될 때, k의 값을 구하시오.

− ​T
t
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A 거듭제곱근과 지수의 확장 · 단계별 연습 해설

단계별 연습 해설 정답 · 핵심 한 줄 · 개념 번호

각 문항의 핵심 한 줄과 사용한 개념 번호입니다. 실전은 풀이 전체를 씁니다.

번호 정답 핵심 개념

1 −9 실수인 네제곱근은 3, −3 A-1

2 6 33√2 + 23√2 + 3√2 (3√(−2) = −3√2) A-1, A-2

3 3 32 × 3−1 A-4

4 안쪽부터: a  → a  → a  → a A-4

5 52 s = 4, s3 − 3s = 64 − 12 수능 A-②

6 ③ u = 3x로 두고 분자·분모에 u3을 곱하면 . u2 = 5이므로  = 수능 A-②

7 3 64 = 26, n이 6의 약수 → n = 2, 3, 6 A-2

8 ③ 6√72 = 2  3  = a  b A-4

9 13 아래 참고 수능 A-①

10 45 아래 참고 A-2

11 20 아래 참고 A-3

실전 9

n = 3, 5 (홀수): m은 2~6 아무거나 → 2 × 5 = 10개

n = 2, 4, 6 (짝수): m − 4 = 0, 즉 m = 4 → 3개

합계 13. ‘짝수 + 0’을 빠뜨리면 10이 되는 함정 문항입니다.

실전 10

사고 흐름: 거듭제곱근이 자연수인지는 ‘지수로 바꾼 뒤 지수가 자연수인가’로 판단합니다. 밑이 2 하나로 통일되어 있기

때문에 가능한 방법입니다.

​

24
17 ​4

5
​12

5
​12

17
​24

17

​

u (u + 1)2 2

u − 16
​

5 × 6
125 − 1

​

15
62
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​3
1

​2
3
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사고 흐름: ‘개수 1’이 되는 경우는 두 가지뿐입니다.

n이 홀수이거나, n이 짝수이면서 수가 0일 때.

n√(224) = 2 이 자연수 ⇔ n이 24의 약수. 3√(2n) = 2 이 자연수 ⇔ n이 3의 배수.​

n
24

​

3
n

두 조건을 모두 만족하는 n은 3, 6, 12, 24이므로 합은 45.
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실전 11

사고 흐름: 실생활 소재는 식에 주어진 값을 대입하는 것이 전부입니다. 난도는 2 처럼 유리수 지수를 거듭제곱근으로

되돌리는 데서 생깁니다. 2  = 로 나눠 읽으세요.

M(15) = 160 × 2  = 160 × 2  =  =  = 20√2.− ​6
15 − ​2

5
​

4 ​2

160
​

​2

40

따라서 k = 20.

− ​
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